INTRODUCCION A SISTEMAS
DINAMICOS

Antonio Osorio Cordero

1. Conceptos Basicos

En este capitulo se hard un breve repaso de los conceptos
basicos de la Teoria de Sistemas necesarios para entender
las bases de la Teoria del Control .



1.1. Definiciones Basicas

Existen tres conceptos bdasicos en la Teoria del Control,
que es necesario definir para el buen entendimiento del
material de este curso. Estos conceptos son:

Planta o Proceso

Modelo

Sistema Dindmico

Planta o Proceso

Planta o proceso, es la realidad con la que va a trabajar
el ingeniero en control. Esta definicion es muy general,
pero abundando, planta o proceso es cualquier cosa que



encontramos en la naturaleza , como nuestro propio cuer-
po, que podemos pensar que cumple el propédsito de vivir,
O una mesa, cuyo propdsito es soportar pesos. Debe no-
tarse, que el propdsito depende del observador, en nuestro
caso del ingeniero en control. Definida una planta asi ,
resulta que tenemos plantas fisicas, quimicas, biolégicas,
sociales. Lo importante en este concepto es que la plan-
ta concebida asi es el ente real que mapea estimulos o
entradas, en salidas o respuestas a esos estimulos.

Modelo

Definition 1 Un modelo es cualquier abstraccion de la
realidad que guarda-

mos en nuestra mente.Es cualquier abstraccion que real-
iza el ser humano, de una planta o proceso.

Remark 1 Desde este punto de vista, cualquier abstrac-
cion que hacemos de cualquier planta o proceso, es un
modelo. De hecho, una vez que tenemos un modelo,
muchas veces basta con manipular el modelo en lugar
de las plantas mismas para ensayar en éste la respues-
ta de la planta a los estimulos que nos interesan. Esta



situacion hace sentido cuando el modelo es lo suficiente-
mente "bueno” como para que las entradas a éste, pro-
duzcan salidas muy cercanas, esto es, parecidas a las de la
planta, que también es estimulada con las mismas sefales
de entrada que el modelo.

Los modelos pueden ser de diferentes tipos: pictéricos,
psicolégicos, biolégicos, matematicos, etc..

En nuestro caso en particular, trataremos con modelos
matematicos.

Definicion Sistema

Sistema es un modelo matematico que cumple con ciertos
axiomas que lo caracterizan.

Remark 2 Hemos dado esta definicion de sistema, porque
dar la definicion de Kalman, por ejemplo, de lo que es
un sistema Dinamico, en este momento no tendria senti-
do. Dar la definicion axiomdtica de Sistema Dinamico, es
equivalente a decirle a los nifios de kinder que el color ro-
Jo es toda aquella energia electromagnética cuyo espectro
se encuentra entre tal y cual frecuencia.



Por el momento nos bastard con saber que un sistema
es un modelo matematico "muy especial’, en donde el
concepto o propiedad bdsica es el de dindmica.

Siempre hay un abuso de lenguaje que a veces confunde al
estudiante. A veces se intercambia la palabra sistema por
el de planta o proceso. El abuso se justifica si se supone
que el modelo que se tiene de la planta es muy bueno. Sin
embargo, alin en este caso es incorrecto hacerlo porque
no es lo mismo tratar con la planta que con un modelo
(aunque sea muy exacto) de ella.

1.2. Sistemas

En esta seccién hablaremos de las caracteristicas gen-
erales de los sistemas.

Sistema Continuo en el tiempo:



Es aquel que transforma senales de entrada continuas en
el tiempo en senales de salida continuas en el tiempo, i.e.

z(t) — y(?)
o graficamente :
x(t) sistema continuo y(t)
en ¢l tiempo —

figura 1. Sistema contnuo en el tiempo.

Sistema discreto en el tiempo

Similarmente, un sistema discreto en el tiempo o simple-
mente discreto, es aquél que transforma sefiales de entra-
da discretas en el tiempo, en sefiales de salida discretas
en el tiempo. i.e.



o graficamente:

x[n]

z[n] — y[n]

sistema discreto
en el tiempo

y[n]

Figura 2.-Sistema discreto en el tiempo

Se pueden interconectar sistemas para realizar funciones

mdas complicadas:

entrada
— ¥

sistema 1

, sistemna 2

salida

Figura 3. Interconexin serie o cascada



sistema 1

entrada ¥ salida
+
sistema 2

Figura 4.- Interconexin paralelo.

sistema 1 sistema 3

4
entrada t salida
y sistemad —
- +
4 sistema 2

Figura 5.- Interconexin serie-paralelo

1.3. Propiedades de los Sistemas

SISTEMAS DINAMICOS Y ESTATICOS

Definicién Sistemas con memoria (dinamicos) y sin
memoria (estaticos).



Se dice que un sistema es estdtico o sin memoria si su
salida en cualquier instante de tiempo depende solamente
de entradas en ese mismo instante de tiempo.

Si el sistema no es estatico, se denomina dindmico o con
memoria. Esto es, un sistema dindmico es aquel cuya sal-
ida en un instante de tiempo dado, depende de entradas
en otros instantes de tiempo y posiblemente (no necesari-
amente) de entradas en ese mismo instante de tiempo.

Remark 3 Debe meditarse acerca de esta definicion ,
en el siguiente sentido. Estrictamente hablando, ningu-
na planta en la naturaleza es estatica. Se observa que
en la naturaleza no existen fenomenos instantaneos, sin
embargo, dependiendo de la escala de tiempo empleada,
puede ser impractico modelar una planta como un sis-
tema dindmico. Por esta razon estudiamos los sistemas
estdticos.

Example 1 E/ siguiente sistema

yln] = (20[n] - afn)?)”



es un sistema sin memoria porque el valor de y[n] en
cualquier instante de tiempo particular ng depende sola-
mente del valor de x[n] en ese mismo instante de tiempo
ng. Similarmente , un resistor con la entrada x[n] toma-
da como la corriente y con el voltaje tomado como Ia
salida I.e.

y(t) = Rx(t)

es también un sistema estatico.

El sistema Identidad:

y(t) = =(t)
yln] = =z[n]

es también un sistema sin memoria o estatico.

Ejemplos de sistemas con memoria son los siguientes:



n

yln] = Y x[k]

k=—o00

y(t) = =(t — 1)

Un capacitor también es un sistema con memoria:

t
y(t) = % / () dr

— 00

donde la entrada x(t) es la corriente, la salida y(t) es el
voltaje y c es la capacitancia.

INVERTIBILIDAD

Definicion Invertibilidad y Sistemas Inversos



Se dice que un sistema es invertible si a distintas entradas
les corresponden distintas salidas. Dicho de otra manera,
un sistema es invertible si mediante la observacién de sus
salidas, se pueden determinar sus entradas. Esto es, si un
sistema es invertible, podemos construir un sistema tal
que conectado en cascada con el sistema original, repro-
duzca la entrada al sistema. A este udltimo sistema que
conectado en cascada con el original reproduce la entra-

da, lo denominamos el sistema inverso.

x[t] ¥l z[t)=x{
— sistema Hsistema inversof———
x[n] y[n] z[n]=x[n]

Example 2 Ejemplos de sistemas Invertibles:
sistema: y(t) = 2x(t)

sistema inverso: z(t) = %y(t)



sistema: y[n| = k_f_: x[k]

sistema inverso: Z[n] = y[n] — y[n — 1]

donde la diferencia entre dos valores sucesivos de la salida
es precisamente el tltimo valor de la sefal de entrada.

Example 3 Ejemplos de sistema no invertibles:

y[n] =0

y(t) = z%(t)



CAUSALIDAD
Definicion Causalidad.

Se dice que un sistema es causal si su sefial de salida
en cualquier instante de tiempo depende solamente de
entradas en ese instante de tiempo y/o de entradas en
instantes anteriores.

Remark 4 Nos referimos a tales sistemas como no an-
ticipativos, ya que los valores de la sefial de salida, no se
anticipan a valores futuros de la sefal de entrada. Con-
secuentemente, si dos entradas a un sistema causal son
idénticas hasta algun instante de tiempo dado tg o ng, las
salidas correspondientes también deben ser iguales hasta
ese instante de tiempo.

Example 4 Ejemplos de sistemas causales:

t
1

y(t) = — / o(7)dr

— 00



2
yln] = (22[n] — z[n]?)
Ejemplos de sistemas anticausales:

yln] = z[n] — z[n 4 1]

y(t) = z(t +1)

Aunque los sistemas causales son de gran importancia, no
son por ningln medio los tinicos sistemas con significacion
practica. Por ejemplo, la causalidad no es de fundamental
importancia en aplicaciones tales como el procesamien-
to de imdgenes, en las cuales la variable independiente
no es el tiempo. Alin m3ds, en el precesamiento de datos



en los cuales la variable tiempo es la variable independi-
ente pero que han sido grabados , como ocurre con la
voz, datos geolégicos, etc., no estramos restringidos por
ninglin medio a procesar los datos de manera causal.

A pesar de estas observaciones, cabe mencionar también
que en la naturaleza, estrictamente hablando, no exis-
ten plantas no causales, sin embargo como acabamos de
mencionar, los modelos no causales nos son dtiles.

ESTABILIDAD

Antes de dar una definicién de estabilidad, tendremos
que dar el concepto de punto de equilibrio. Existen varias
definiciones de estabilidad, sin embargo, el concepto o
mejor dicho, la idea es |la misma. Todas estas definiciones
a la larga resultan ser equivalentes o unas contienen o
implican a las otras. Nosotros nos restringiremos a definir



lo que es la llamada estabilidad BIBO (Bounded Input-
Bounded Output) y a definir lo que queremos decir por
punto de equilibrio estable.

Definicion Punto de Equilibrio

Se denomina punto de equilibrio de un sistema dindmico a
aquél en el que la variable de interés permanece constante
con todas sus derivadas iguales a cero.

Mas adelante se hablard otra vez de lo que es un punto
de equilibrio y se dard una definicién mds rigurosa cuando
tratemos con ecuaciones diferenciales para describir a los
sistemas dindmicos.

Definicion Puntos de equilibrio estables e inestables

Supdngase que se tiene un sistema dindmico auténomo,
es decir, sin sefial de entrada. Supdngase ademadas que



el sistema se encuentra en un punto de equilibrio. Este
punto de equilibrio se denominard punto de equilibrio
estable si cuando se deja evolucionar libremente al sis-
tema a partir de una condicién inicial en una vecindad
del punto de equilibrio, el sistema regresa al punto de
equilibrio. Si por el contrario, el sistema , al ser dejado
libremente se aleja del punto de equilibrio, el punto de
equilibrio se denominard punto de equilibrio inestable.

En la siguiente figura tenemos representados a dos sis-
temas en dos puntos de equilibrio diferentes.

Suponga que las superficies céncava y convexa son su-
perficies de paredes infinitas y que sobre ellas rueda una
pelota.

/—.K l U \\\!_/_ I y(t)
(a] (b)

Figura 6.- Puntos de equilibrio



Es claro que en el caso (a), si la pelota se coloca en
una posicién inicial en la vecindad del punto de equilib-
rio mostrado y se deja evolucionar al sistema libremente,
la pelota se alejard del punto de equilibrio, mientras que
en el segundo caso, en el (b), la pelota regresara even-
tualmente a su punto de equilibrio. Asi que el punto de
equilibrio en el caso (a) es inestable y en el caso (b) es
estable.

A continuacién daremos otra definicién de estabilidad que
estd incluida en la definiciéon anterior de punto de equi-
librio

Definicién Estabilidad BIBO (Bounded Input-Bounded
Output)

Se dice que un sistema es BIBO estable si a entradas
acotadas corresponden salidas acotadas.



Con referencia a la figura anterior, supéngase ahora que
en ambos casos la pelota se encuentra en el punto de
equilibrio, es decir, con condiciones iniciales cero. Resul-
ta claro que si introducimos al sistema como entrada un
pequefio desplazamiento x(t) (una entrada acotada) en
la direcciéon mostrada en la figura, en el caso (a) ten-
dremos que la respuesta del sistema es exageradamente
grande. De hecho infinita si las paredes del la superficie
céncava también son infinitas. En el caso (b) resultard
que a una pequefa entrada x(t) corresponderd también
un pequefio desplazamiento en y(t) por lo que en este
segundo caso, el sistema es BIBO estable.

x[f] x[t]
/H’Ry w o @]

(a) (b)

Figura 7. Sistemas BIBO Inestable (a) y estable (b)

Example 5 Considere el sistema



1 +M

ylnl = 5——— > zln— K]

suponga que la entrada x[n] estd acotada en magnitud
por algtin nimero, digamos B, para todos los valores de
n. Entonces, es facil ver que el valor mds grande que
puede adquirir y[n] es también B , porque y[n] es el
promedio de un conjunto finito de valores de la entrada.
Concluyendo, y[n] es acotada y por lo tanto el sistema
es estable.

Example 6 Considere el sistema

n

yln] = ) x[k]

k=—o00

Este sistema es inestable . Suma todos los valores pasados
de la entrada hasta —oo , en lugar de un conjunto finito
de valores. Suponga por ejemplo que x[k] = 1 Vk =
—00, ...,n, que obviamente es una sefal acotada, pues



su maximo valor es uno. Puede verse que el escalén sub-
stituido en la expresion anterior daria como resultado un
numero infinito, pues estamos sumando uno, un niimero
infinito de veces, asi que el sistema es inestable.

INVARIANCIA EN EL TIEMPO
Definicion Invariancia en el tiempo

Un sistema es invariante en el tiempo o simplemente
invariante si un corrimiento en el tiempo en la seial
de entrada causa el mismo corrimiento en el tiempo de
la sefial de salida del sistema. Especificamente, si y(t)
(y[n]) es la salida de un sistema continuo (discreto) cuan-
do la entrada es z(t) (x[n]), entonces y(t — tg) (y[n —
np]) es la salida cuando se aplica la sefial de entrada

z(t — tg) (z[n — ng]).



Example 7 Considere el sistema

y(t) = sen[z(t)]

veamos si es o no invariante en el tiempo.

Sea x1(t) cualquier entrada al sistema y sea

y1(t) = senlz1(2)] (1)

la salida correspondiente. Considérese una segunda en-
trada obtenida mediante el corrimiento de x1(t) :

y2(t) = sen[za(t)] = sen[z1(t — 1o)]

Similarmente, de la ecuacion (1)

y1(t — to) = sen[z1(t — to)] (2)



comparando las ecuaciones (1) y (2), vemos que

y2(t) = y1(t — o)
y por lo tanto concluimos que el sistema es invariante en
el tiempo.

Example 8 Considere al siguiente sistema discreto

y[n] = nzln]

veamos si es o no invariante. Considere las respuestas
del sistema a las entradas x1[n] y x2[n], donde xo[n| =
z1[n — no):

y1[n] = nx1[n]
y2[n] = nao[n] = nxi[n — ng]
sin embargo, si desplazamos la salida y1[n] , obtenemos

y1[n — no] = [n — no]z1[n — no] # y2[n]

Por lo tanto concluimos que el sistema es variante en el
tiempo.



LINEALIDAD

Previamente a la definicion de sistema lineal, enunciare-
mos los principios de superposicién y de homogeneidad,
ya que es a través de ellos que se efectiia la definicién.

Definicion Principio de Superposicion

Sea y;(t) ( y;[n]) la sefial de salida de un sistema corre-
spondiente a la entrada x;(t) (x;[n]). Se dice que un sis-
tema satisface el principio de superposicion si al aplicarse-
le la entrada

z
z(t) = ) xp(t)
k=1

z
(ﬂi[n] = Zfﬂk[”ﬂ)
k=1

la salida correspondiente es

z
y(t) = D yr(t)
=1



z
(y[n] = Zyk[n])
k=1

Definicion  Principio de Homogeneidad

Sea y(t) ( y[n]) la sefial de salida de un sistema core-
spondiente a la entrada x(t) (z[n]), y sea A € R. Se dice
que un sistema satisface el principio de homegeneidad si

al aplicarsele la entrada

z (t) = \ z(t)
(a?,[n] = A a:[n])
la salida correspondiente es

y (t) = Ay(t)

(' [n] = A y[n])



Definicion Sistema Lineal

Sistema lineal es todo aquel sistema que cumple con los
principios de Superposiciéon y de Homogeneidad.

Remark 5 Es claro que si el sistema satisface el principio
de Superposicion, también satisface el de Homogeneidad.
Esto se verifica rapidadmente cuando en la definicion an-
terior del principio de Superposicion, hacemos y;(t) =
y(t), vt (y;[n] = y[n], Yn)yl =X

Remark 6 También debe ser claro que si un sistema es
lineal y y;(t) ( yiln]) es la sefal de salida del sistema
corespondiente a la entrada x;(t) (x;[n]), entonces la
respuesta del sistema a la entrada

J
x(t) = ) apxp(t)
k=1

J
(iv[n] = Zakl‘k[n])
k=1



sera

J
y(t) = > ary(t)
k=1

J
(y[n] = Z%%M)
k=1

Example 9 Los siguientes sistemas son lineales:

y(t) = Rx(t)
yinl= 3wl
k=—o0

t

mﬂ:%/xwﬁ

y(t) = 2z(1)



yln] =0
y[n] = z[n] — z[n + 1]

y(t) = z(t +1)

1 +M
il = 37 X el
y[n] = nxln]

Example 10 Los siguientes sistemas no son lineales:

y(t) = 2°(t)

y(t) = senlz(t)]

i Es el siguiente sistema un sistema lineal

y(t) = max(t) + b

donde my b € R?.



2. Sistemas Lineales y sus propiedades
en términos de su respuesta al

impulso

2.1. Representacion de senales en térmi-

nos de impulsos

Caso discreto

Supdngase que se tiene la siguiente sefial discreta

rs x[n]
| ‘

Figura 8. Una seal discreta

defina a §[n] de la siguiente manera:



o[n]

1>

(3)

Se trata de expresar la sefal de la figura en funcién de
d[n]. Para tal efecto, usaremos a d[n] como apuntador.
Por ejemplo, si queremos apuntar al valor z[—5] , bastara

con escribir

x[n] = x[-5]d[n + 5]

y hacer n = —5.

De manera andloga, para apuntar al

valor x[3], bastara con escribir

z[n] = z[3]d[n — 3]

Siguiendo este razonamiento, la sefial de la figura la podemos
describir de la siguiente manera:

z[n] = ...+

+x[—2]

+x[1])
+x[4])

—5]0[n + 5] + z[—4]d[n + 4] + =[-3]5[n + 3

o[n + 2] + x[—1]6[n + 1] 4+ z[0]d[n | +
n — 1] + z[2]d[n — 2] + z[3]d[n — 3] +

n — 4] + ...



asi que x[n] lo podemos escribir como

o0

zln] = ) w[k]o[n — K] (4)

k=—o0

La ecuacién (4) es la propiedad de corrimiento del im-
pulso discreto. La operacién indicada en esta ecuacion se
denomina convolucién y se denota por

x[n] = x[n] * §[n]

Es facil ver que el operador convolucién asi definido es
un operador lineal y que ademdas conmuta, esto es:

oo

x[n] = Z z[k]é[n — k] =

k=—00

= )  O[k]z[n — K]

k=—o0

Remark 7 La convolucion de una sefial con una delta de
Dirac nos da la misma sefal.



Pregunta:?‘ A qué es igual

x[n] * 6[n — ng] =7

Caso continuo

Supdngase que se tiene la siguiente sefial continua

- x [t]

/’ﬂ_\J>

t

Figura 9. Una seal contnua

Defina a A () de la siguiente manera:

o< t < A

(5)

1>
o Pl

cualquier otro tiempo



Obténgase una version escalera de esta sefial continua

4 <M

A1 T

t

Figura 10. Versin escalera de una seal contnua

En la figura, los instantes de tiempo a la derecha del cero
en el eje del tiempo son: A, 2A, ... y a la izquierda del
cero son —A, 2A,.....

Empleando el mismo tipo de razonamiento que en el caso
anterior, en este caso apuntaremos no a puntos, sino a
alguno de los rectangulos en particular, de tal forma que
podemos escribir lo siguiente

fﬁ(t) — ...+£E(—4A)5A(t-|—4A)A—|-£E(—3A)5A(t-|—3A)A—|-



£U(—2A)5A(t—|—2A)A—|—ZIZ(—A)5A(t+A)A+$(O)5A(t )A‘|‘

2(1A)SA(t — A)A + 2(2A)5 o (t — 2A) A+

2(3A)SA(t — 3A)A + ... =

de tal forma que podemos escribir para Z(t) :

z(t) = i x(kA)OA(t — KA) (6)
k=—o0
pero
Am Oa(t)A = 4(t) (7)
y también

Aim £(t) = =(t) (8)



entonces

0

x(t) = A||r_r>10 > z(kA)SA(t — KA)A (9)
k=—o0

por lo que finalmente podemos escribir:
@)

(t) = / 2(7)8(t — 7)dr (10)

—0o0

La ecuacién (11) es la propiedad de corrimiento de una
delta de Dirac. La operacién indicada en esta ecuacion se
denomina Convolucién y se denota por

0@

(1) = / 2(1)6(t — 7)dr 2 2(t) * 8(¢)

— 00

Como en el caso discreto, es facil ver que el operador
convolucién es lineal y que ademds conmuta. Asi que

0@

(t) = / 2(7)8(t — T)dr 2 2(t) * 6(¢)

— 00



oo
(1) = / 5(T)a(t — 7)dr 2 8(t) % x(t)
— OO
Remark 8 En este caso como en el caso discreto la con-
volucion de una delta de Dirac con una sefal continua
nos da la misma senal.

Pregunta:?‘A qué es igual?

x(t) * 5(t — tg) =’

2.2. La Integral de Convolucién

Este resultado es importante porque lo que se va a mostrar
es que la respuesta al impulso de un sistema lineal, es su-
ficiente para caracterizar su respuesta a un buen nimero
de sefales.



Supongamos que tenemos un sistema lineal continuo.
Supongamos también que tenemos la version escalera de
una sefial de entrada z(t) ,esto es:

O

w(t) = Jim 3 x(kA)SA(t — kA)A

k=—o0

Supdngase que la respuesta del sistema lineal a la seial
de entrada da(t — kKA) es hpa(t) | ie

Sa(t—kA) hia(t)

sistema lineal

Figura 11.

Como el sistema es lineal, por el principio de homogenei-
dad se tiene que:



m(kﬂ)éﬁ(ﬁ b kﬂ.)ﬂ m(k&)hkﬁ(ﬁ)&

— 4 sistemalineal — -~ "

Figura 12.

Ahora, por la propiedad de superposicién,se tiene que

> 2(kA)AE — EA)A

k=—0co

sistema
* lineal

> 2(EA)ha)A

k=—00

Figura 13.

Asi que la respuesta del sistema lineal a la entrada

z(t) = lim#&(t) = lim i 2(kA)SA(t — kA)A
A—0 A0

k=—00



€S

u(t) = lim > w(kA)ha(t) =
k=—o0
- / ()b (t)dr (11)

en donde es claro que

h+(t) 2 esla respuesta del sistema a d(¢t — 7)

La ecuacién (11) se conoce como la integral de convolu-
cion de x(t) con d(t). Si se consultan los textos sobre
Control Automatico, notardn que esta no es la ecuacién
que se presenta en ellos. A continuaciéon obtendremos la
ecuacion que viene en los textos.

Si ademds de ser lineal , el sistema es invariante en el
tiempo entonces

he(t) = h(t — 7) (12)



y la ecuacién (11) puede reescribirse de la siguiente forma:
0@

y(t) = / 2(7)h(t — 7)dr (13)

— 00

Esta es la ecuacién que viene en los libros de texto, en los
que no nos dejan claro que el sistema que estdn tratando,
es un sistema lineal invariante en el tiempo. La ecuacién
(13) es pues la integral de convolucién que viene en los
textos.

La convolucién se representa por:

0@

y(t) = / 2(T)h(t — 7)dr 2 2(t) * h(t)

— OO

2.3. La sumatoria de convolucion

El caso discreto es mas facil que el continuo. Con refer-
encia a la figura 13, lo que se tendria como entrada en



esa figura, para el caso discreto, seria:

@

> z(k)d(n—k)

k=—0o0

y la salida correspondiente seria:

O

> w(k)hy [n]

k=—o0

y de manera similar al caso continuo, si el sistema es

invariante en el tiempo, entonces:

hi [n] = h[n — k]

en donde

1>

hi. [n] = es la respuesta del sistema a 6(n — k)

y en donde



h[n] 2 respuesta del sistema a d[n]

y por lo tanto, la sumatoria de convoluciéon puede es-
cribirse de la siguiente manera para el caso invariante en
el tiempo:

©. @)

ylnl = > z[k]hln — K] (14)

k=—o00

Como en el caso continuo, la convolucién también se de-
nota por

yinl = > wlklhln — k] 2 afn] * hln]

k=—00

2.3.1. Propiedades del operador convolucién

El operador convolucién tiene las siguientes propiedades,
que no probaremos por obvias:



» Pl x(t) * h(t) = h(t) * x(t) ( x[n] *x h[n] =
h[n] * x[n]) (conmutatividad)

= P2 x(t) * [h1(t) * ho(t)] = [z(t) * h1(t)] * ho(t)

= z[n]* [ha[n] * ho[n]] = [z[n] * hy[n]] * ho[n]
(asociatividad)

= P3x(t)x[h1(t) + ha(t)] = [x(t) * he()]4-[2(2) * ha(2)]

= x[n]x[hi[n] + h2[n]] = [z[n] * ha[n]]+[z][n] * h[n]]
(distributividad)

A continuacién veremos algunas de las consecuencias de
estas propiedades.

Veamos por ejemplo la propiedad P1:



Remark 9 P1 implica que los roles de x(t) (x[n]) y de
h(t) (h[n]) son intercambiables lo que en diagramas de
bloques puede expresarse como:

x[t) y(t= h{t*<[

— ¥ h[] —

[a]

hit y[=x[t)*h[t])
o =[] "

(b)
Figura 14.Propiedad de conmutatividad de
la convolucin

De la figura anterior, puede verse que el caso(b), que rep-
resenta el primer miembro de la ecuacion en P1, no es una
representacion conveniente porque, aunque matematica-
mente es correcta, distorsiona la idea que tenemos de
un sistema como un operador que transforma sefales de
entrada en sefiales de salida. Esto es, en el caso (b) no
resulta claro que la sefial x(t) causa que el sistema con
respuesta al impulso h(t) produzca una salida y(t). Por
esta razon, adoptaremos el caso (a), para expresar el re-
sultado mds importante de esta seccion:



El primer modelo que adoptaremos de un sistema lineal
es su respuesta al impulso. Es decir, de la figura 14, caso
(a), vemos que estamos modelando a la planta a través de
su respuesta al impulso. Por otro lado, la integral (suma-
toria en el caso discreto) de convolucion nos revela que
la respuesta al impulso de un sistema lineal, caracteriza
completamente la respuesta del sistema a cualquier en-
trada. Esto es, si se conoce la respuesta al impulso de
un sistema lineal, eso es suficiente para poder calcular
su respuesta a cualquier entrada. Lo tnico que se tiene
que hacer, es convolucionar la respuesta al impulso con
la entrada correspondiente.

Es una exageracion decir que podemos calcular a través
de la integral (sumatoria) de convolucion la respuesta de
un sistema lineal a cualquier entrada, porque la familia
de sefales de entrada esta restringida a todas aquellas
sefiales que hacen que la integral ( sumatoria) de con-
volucion converja (exista).

Veamos la propiedad P2:



Remark 10 La propiedad P2 implica lo siguiente:

x[f] ¥l
h1[tl hjt)

[a)

X[y vit)
M hfg*hg | ——

(b)
Figura 15. Propiedad P2 de la convolu-

cin. (a) si y solo si (b)
El caso (a) representa al segundo miembro de la ecuacion
correspondiente a la propiedad P2. El caso (b) corre-

sponde al primer miembro de esa igualdad.

Debe notarse que la convolucion indicada en el caso (b),

puede conmutar sin ningtin problema.

Veamos por ultimo la propiedad P3.



Remark 11 La propiedad P3 implica lo siguiente:

(1) MO —, o x4 yit
— §>—> — hi+hof)
4+
hott)

[b)

(a)

Figura 16. Propiedad P3 de la convolucin.

De la figura (a) se puede ver que este caso corresponde
al segundo miembro de la igualdad expresada en P3 y el
caso (b) corresponde al primer miembro de la igualdad

mencionada.

De las propiedades de la convolucién debe quedar claro
que tenemos ante nosotros toda un dlgebra de bloques.
Debe notarse que el dominio es el tiempo y que la op-
eracién mds importante en este dominio es la convolucién.



2.4. Propiedades de los sistemas lineales
en términos de su respuesta al im-

pulso

Ya que la respuesta al impulso de un sistema lineal carac-
teriza completamente la respuesta del sistema a cualquier
otra entrada (para la cual la integral o la sumatoria de
convolucién converjan) y ya que por esta razén hemos
tomado como primer modelo de un sistema lineal su re-
spuesta al impulso, es de suponerse que las propiedades
del sistema lineal tales como si es dindmico o estdtico, si
es causal, invertible, estable, etc., deben estar reflejadas
en su respuesta al impulso. A continuacién repasaremos
las caracteristicas que mencionamos para los sistemas en
general , para los sistemas lineales en términos de su re-
spuesta al impulso.

Como recordatorio, escribamos la sumatoria y la integral
de convolucién:

@,

ylnl = ) wlk]hln — k] =

k=—o0



= i hlklx[n — k] = (15)

k=—o0

©. @)

y(t) = / 2(7)h(t — 7)dr

— 00

= / 2(T)h(t — 7)dT = (16)

= x(t) * h(t) = h(t) * z(t)

2.4.1. Sistemas con memoria (dindmicos) y sin memo-
ria (estaticos)

El objetivo es encontrar qué condiciones debe llenar la
respuesta al impulso de un sistema lineal para ser estatico



o dindmico.

Recordemos que un sistema es estdtico si su salida en
cualquier instante de tiempo solo depende de la entrada
en ese mismo instante de tiempo. De la ecuacién (15),
para un sistema discreto, podemos ver que si requeri-
mos que la salida en un instante de tiempo solo dependa
de entradas en ese mismo instante de tiempo, entonces
h[n]debe ser cero para toda n # 0 y diferente de cero
para n = 0. En este caso requerimos que la respuesta al
impulso del sistema lineal tenga la forma

h[n] = K&[n] (17)

donde K = h[0], es una constante y entonces, el sistema
queda especificado por la relacién

yln] = Kz[n] (18)

La ecuacién (17) es la condicidén necesaria y suficiente
para que el sistema lineal correspondiente sea estatico.



Obviamente, si el sistema no es estatico, es dinamico. O
lo que es lo mismo, si el sistema es dindmico, su respuesta
al impulso h[n] # 0 para algin o algunas n # 0.

Similarmente en el caso continuo, el sistema es estatico
o sin memoria si h(t) = 0 para toda ¢ # 0. Tal sistema
tiene la forma

y(t) = Ku(t) (19)

para alguna constante. La respuesta al impulso de este
sistema es

h(t) = K&(t) (20)

Note que si K = 1 en las ecuaciones (18) y (20), en-
tonces el sistema correspondiente es el sistema identidad.
En este caso:

x[n] = x[n] * d[n]

x(t) = x(t) * 6(t)



y estas ecuaciones no son otra cosa que las conocidas
propiedades de corrimiento de la delta de Dirac:

oo

z[n] = ) x[k]é[n — K]
(1) = / 2(7)8(t — 7)dr

Example 11 Considere el sistema cuya respuesta al im-
pulso es

h[n] 2

substituya esta respuesta al impulso en la sumatoria de
convolucion:

y[n] = z[n] + z[n — 1]

esto es, el sistema es dinamico o con memoria.



2.4.2. Invertibilidad

Un sistema continuo o discreto es invertible solo si podemos
disenar un sistema inverso tal que cuando conectado en
cascada con el sistema original, reproduzca a su salida la
sefial de entrada al sistema original. En términos de la
respuesta al impulso, lo que se requiere es que si se tiene
un sistema con respuesta al impulso h(t) (h[n]) y se pre-
sume que hy(t) (hy[n])es el sistema inverso, la conexién
en cascada de ambos, debe resultar en el sistema identi-
dad, esto es (mostramos solo el caso continuo, el discreto

es similar)
t t
SRR IR i
y esto resulta en
() (1

A h{A*hy[t) =1 —ou




Esto es, debemos tener como resultado el sistema identi-
dad, lo que es equivalente a escribir la condiciéon

h(t) * h(t) = o(t) (21)

Asi que el sistema con respuesta al impulso hj(t) es el
inverso del sistema con respuesta al impulso h(%) si la
ecuacién (21) se satisface.

De manera similar para el caso discreto, si el sistema con
respuesta al impulso hj[n], es el sistema inverso del sis-
tema cuya respuesta al impulso es h[n] , se debe cumplir
que

hin] * hiln] = d[n]

Example 12 Considere el sistema lineal que consiste de
un corrimiento puro en el tiempo:

y(t) = z(t —to) (22)

Este sistema es un retraso, si tg)0 y es un adelanto si
to(0.



La respuesta al impulso de este sistema puede ser eval-
uada a partir de la ecuacion (22), haciendo la sefal de
entrada al sistema igual a d(t).

La respuesta al impulso del sistema es:

h(t) = 8(t — to) (23)

por lo que

x(t — to) = x(t) = 6(¢ — tg) (24)

Esto es, la convolucion de una sefial con un impulso corri-
do en el tiempo, es la misma sefial corrida en el tiempo. El
sistema inverso para este sistema se obtiene como sigue:

todo lo que queremos hacer es recobrar la entrada, por
lo que tenemos que hacer es recorrer la salida de regreso
o de adelanto, dependiendo del valor de tg.

Asi que si tomamos

hi(t) = d(t + to)



obtenemos el resultado requerido, esto es,

() + hi(t) = 8(t — to) * ot + tg) = 8(1)

Similarmente en el caso discreto, un corrimiento puro en
el tiempo tiene una respuesta al impulso d[n — no) Y el
sistema inverso tiene una respuesta al impulso dada por

o[n + nq).

Example 13 Considere el sistema con respuesta al im-
pulso dada por

donde u[n] es un impulso unitario.El sistema que tiene
esta respuesta al impulso esta dado por (verificar)

0@

ylnl = ) alklu[n — &]

k=—00



puesto que u[n — k| = 0 para [n — k](0 y 1 para
[n— k] > 0 la ecuacion anterior se puede reescribir como

n

yln] = > x[k]

k=—00

este sistema es un acumulador o sumador gue suma
desde —oo hasta el instante presente. El inverso de este
sistema esta dado por

y[n] = x[n] — x[n — 1] = x[n] *x §[n] — z[n] * d[n — 1]

si x[n] = d[n], vemos que la respuesta al impulso del
sistema inverso es

hi[n] = d[n]*d[n] — d[n]*xd[n —1] =
= d[n] — é[n — 1]

Verifiguemos que efectivamente la convolucion de estos
dos sistemas es una delta de Dirac, implicando que un



sistema es inverso del otro, como ya lo sabemos:

hln] * hi[n] = wu[n]* (d[n] — d[n —1]) =

u[n] x 8[n] — u[n] * é[n — 1] =

= wu[n] —un—1] =

o[n]

2.4.3. Causalidad

Se trata ahora de encontrar las caracteristicas que deben
tener h(t) y h[n] para que los sistemas correspondientes
sean causales. Recordemos primeramente qué es un sis-
tema causal.

Decimos que un sistema es causal cuando su salida en un
instante de tiempo determinado, depende tinicamente de
valores de la entrada en instantes presentes o pasados.



Para encontrar la condicién que debe llenar la respuesta al
impulso del sistema para ser causal, analicemos primera-
mente el caso discreto. Posteriormente, cuando veamos
el caso continuo, daremos otro razonamiento que se pu-
do haber hecho desde el principio, pero que no es tan

llustrativo como el que presentaremos.

Empezaremos por escribir la sumatoria de convolucion:

@,

ylnl = ) wlk]hln — k] =

k=—00

= x[—oo]h[oo] +.... + x[-2]h[n+ 2]+ z[-1]h[n+ 1]+

+x[0]h[n | + z[1]h[n — 1]+



+x[2]h[n — 2] + z[3]h[n — 3] + ...+ (25)
+x[n — 2]h[2] + z[n — 1]A[1] + z[n]A[0]+

+z[n+1)h[—1]+x[n+2]h[-2]+...++z[co]h[—oo]+

Queremos que y[n] solo dependa de valores de x para el
tiempo presente y para tiempos pasados. De |la expresion
anterior vemos que los valores de x para tiempos supe-
riores a n, (valores futuros de la sefial de entrada) estdn
ponderados por valores de h con argumentos negativos.
Queremos, por tanto, que todas estos ultimos valores de
x se anulen para que y no dependa de valores futuros de
la entrada. Entonces, es claro que requerimos que todos
los valores de h con argumentos negativos sean iguales a
cero, esto es

h[n] = OV4(0 (26)

y entonces la ecuacion (25) se reescribiria de la siguiente
manera:



oo

ylnl = > z[k]hln — k] =

k=—o00

= x[—oo]h[oo] +.... + x[-2]h[n+2] +x[-1]h[n+1]+

+x[0)h[n | + z[1]h[n — 1]+

+z[2]h[n — 2] + z[3]h[n — 3] + ...+ (27)

+z[n — 2]h[2] 4+ x[n — 1]h[1] + x[n]h[O]
que es lo que requerimos para que el sistema sea causal.
Resumiendo, para que el sistema sea causal, requerimos

que su respuesta al impulso satisfaga la condicién de la
ecuacion (26).



De manera andloga, para el caso continuo tenemos:

0@

y(t) = / 2(T)h(t — 7)dr (28)

— OO

De esta dltima expresion se puede ver que si y(t) va
a depender tnicamente de valores de x(t) presentes
o pasados, entonces T debe variar entre —co y t, i.e.
—oo < 7 < t y esto implica que el argumento de h en
la expresion enterior (28) esto es, (t — 7) debe ser mayor
que cero. Es decir, si queremos que y(t) solo dependa
de valores de la entrada al tiempo presente o en tiempos
pasados, requerimos que h(t — 7) sea diferente de cero
para todo t — 7 > 0. Dicho de otra manera, requerimos
que

h(t) = 0, V£(0 (29)

que es la version continua de la ecuacién (26).

Resumiendo, la condicién que requerimos sobre la re-
spuesta al impulso de los sistemas lineales para que sean



causales, es que existan del lado derecho del eje del tiem-
po. Obviamente para los sistemas anticausales la respues-
ta al impulso existe solamente del lado izquierdo del eje
del tiempo.

Example 14 E/ corrimiento puro con respuesta al impul-
S0

h(t) = o(t — to)

es causal parat > 0 (un retraso) y es anticausal para
t <0 (un avance).

2.4.4. Estabilidad

Dijimos que un sistema es BIBO estable si a entradas
acotadas tenemos salidas acotadas.

Considérese una entrada x[n] acotada en magnitud:

lz[n]] < BV n (30)



en donde B < oo.

Suponga que aplicamos esta entrada a un sistema lineal
discreto que tiene respuesta al impulso h[n]. Entonces lo
siguiente es cierto:

oo

>~ a[k]h[n — K]

k=—00

lyln]| = (31)

Puesto que el valor absoluto de la suma de un conjunto de
nimeros no es mayor que la suma de los valores absolutos
de los niimeros, podemos escribir lo siguiente:

yln]l < 3 |=[k]] |h[n — K] (32)

k=—o0

En la ecuacién anterior, y haciendo uso de la ecuacién
(30) podemos escribir lo siguiente:

yln]l < B) [h[n— & (33)

k—=—00



De esta tltima ecuacién, podemos concluir que si la re-
spuesta al impulso del sistema es absolutamente sumable,
l.e.

0@

> |h[E]| < oo (34)

k=—0o0

entonces y[n] estard acotada, i.e. |y[n]| < ooy por lo
tanto el sistema sera BIBO estable. Resumiendo, la condi-
cion suficiente sobre la respuesta al impulso de un sistema
lineal discreto para que éste sea BIBO estable, estda dada
por la ecuacién (34), esto es, la respuesta al impulso debe
ser una sefial absolutamente sumable.

En el caso continuo, consideramos de manera andloga
una entrada acotada, esto es:

lz(t)| < B < oo, Vt

de manera andloga al caso discreto tenemos que:

0@

y(t) = | [ h(r)a(t - 7)dr| <

— OO0




< [ In)la(t - 1)l dr <

<5 [ Wolar

Y la condicién para estabilidad es similar a la del caso
discreto, esto es, se requiere que la respuesta al impulso
sea en este caso una sefal absolutamente integrable,
i.e.

/ h(7)| dr < o (35)

Example 15 Considere un sistema continuo y uno dis-
creto. Ambos son un corrimiento puro en el tiempo. En

este caso sus respectivas respuestas al impulso son:

hln] = d[n —nol y



h(t) = o(t — to)

y en este caso resulta que

0@ 0@

S Ihlnll= Y 16— ngl| =1

k=—o0 k=—o0

O/O |h(7)| dT = O/O 6(t — to)|dr = 1

por lo que concluimos que ambos sistemas son BIBO es-
tables.

Hasta ahora, hemos adoptado como primer modelo de los
sistemas lineales a su respuesta al impulso. La razén para



esto es que ésta caracteriza completamente la respuesta
de los sistemas lineales a cualquier entrada a través de la
integral o de la sumatoria de convolucién. A continuacién
presentaremos otro modelo de los sistemas lineales, que
nos permite obtener otro punto de vista de la planta.

3. Funcidén de Transferencia

Sea un sistema lineal continuo ( de aqui en adelante nos
concentraremos solamente en los sitemas continuos, a
menos que se indique lo contrario explicitamente) con
respuesta al impulso h(t), de tal forma que, del pérrafo
anterior tenemos que:

[t) y[t=h{)"=[t)
h(t)

Esto es



0 @)

y(t) = / 2(T)h(t—7)dr = y(t) = / h(r)az(t—7)dr

(36)

Tomemos la Transformada de Laplace de esta tltima ex-

presion:
Ly} =Y(s) = L3 [ a(r)h(t —7)dr = y(t) | =

= O/O 7x(7)h(t — 7)dre”Stdt (37)

—o0—00

Bajo ciertas condiciones de regularidad, que se tienen en
este caso y que salen del contexto de nuestra materia
y que por tanto no mencionaremos, y por un teorema



debido a Fubini, el orden de las integrales en la expresion
anterior puede intercambiarse, de tal forma que tenemos:

Y(s) = O/O O/O z(T)h(t — 7)dre” Stdt =

—0—00

— O/O z(7) O/O h(t — 7)e Stdtdr =
= T x(T)H(s)e  *Tdr = H(s) T z(T)e *Tdr =
/ /.

(38)
= H(s)X(s)

Como puede observarse de esta ultima ecuacién, la con-
volucién en el tiempo se transforma en producto en el do-
minio de Laplace. También sabemos que la convolucién



en el dominio de Laplace se convierte en un producto en
el dominio del tiempo.

Comparando las expresiones (36) y (38), vemos que hemos
convertido la convolucién en un producto, esto es, aho-
ra el problema de calcular la transformada de Laplace de
la salida dada la transformada de Laplace de la entrada,
es netamente algebraico. Esta es la primer ventaja que
obtenemos con este nuevo modelo.

Obsérvese de la ecuacion (38) primeramente que

H(s) = LA{h(t)} (39)
y después que
H(s) = ;8 (40)

Remark 12 Es muy importante notar que el concepto
de Funcion de Transferencia lo hemos definido solamente
para los sistemas lineales. De las dos ultimas ecuaciones



se puede ver que la funcion de transferencia es la transfor-
mada de Laplace de la respuesta al impulso de un sistema
lineal y que coincide con la relacion de la transformada
de Laplace de la salida, sobre la transformada de Laplace
de la entrada.

Resumiendo:

X[t y[U=h{{)*x[H) ¥[s] Y(s)=H[s]}x[s)
h(Y) » His]
L

En este caso, también podemos definir un dlgebra de blo-
ques como en el caso de la respuesta al impulso:

X(s) Y(s)

T
X[s) | | Yis]
—{Hy{sIHs)

Conexin cascada de funciones de transferencia



H fs)

Hls)

X[s)

s

Y[s)
Hys) |,

X[s)

{H [s)H{s])+H1s]}Hqs]

Y(s)

Figura 17.-Conexin serie paralelo

3.1. Polos y ceros

Sea R[s] el anillo de los polinomios en s con coeficientes

reales. Sea en particular el polinomio P(s) de grado n

siguiente

P(s)=s"+a,_1s" 1+ ..+ a1s+ag (41)



Sean rq, 7o, ..., las raices del polinomio. Por el teo-
rema fundamental del dlgebra, el polinomio P(s) puede
reescribirse de la siguiente forma

P(s)=(s—7r1)(s —72)...(s — n) (42)

Definicion Ceros de un polinomio

Las raices r1, 79, ..., 7, del polinomio P(s) se denominan
ceros del polinomio porque

P(TZ) — 0, Vi = 1, ...

Remark 13 Se dice que un polinomio es ménico cuando
el coeficiente del término de mayor grado en él es igual
a la unidad. Asi pues, el polinomio P(s)de la ecuacion
(41) es un polinomio ménico.

En general, el tipo de sefiales que se manejan en ingenieria
son sefales de energia finita, pertenecientes al [lamado



espacio Ly(—o0, o0). Por otro lado, las transformadas de
Laplace de las respuestas al impulso de los sistemas que
se estudian son casi siempre funciones racionales en la
variable de Laplace s. Por lo tanto, en general podemos
escribir la funcién de transferencia de la mayoria de los
sistemas lineales de interés de la siguiente forma:

N .+ bpsP
H(s) = kY _ bo ... bps

D(s) =~ s"4ap_1s" 1+ ... +ajs+ag

(5= 21)(s —22)...(5s — 2p)
A ey P o ey B

Definicién Polos y Ceros de H(s)

Sea una funcién de transferencia racional en s (la variable
de Laplace) dada por la ecuacién (43). Se denomina cero
de la funcién de transferencia, todo aquel valor s; € C
(el campo de los complejos) tal que H(s;) = 0.

Se denomina polo de la funciéon de transferencia, todo
aquel valor s; € C , tal que H(s;) = oo.



Remark 14 Con respecto a la ecuacion (43), es claro que
los polos de la funcion de transferencia son los ceros del
polinomio D(s) i.e. p1, P2, ..., pn. Los ceros de la funcién
de transferencia son los ceros del polinomio N(s) i.e.

K]y RDy eeey ZMs

Estas definiciones no dicen mucho cuando no hay una
motivaciéon. A continuacidon presentaremos un resultado
que es clave en el estudio de los sistemas lineales y que
nos servird para dar una interpretacién a los polos y a los
ceros de una funcién de transferencia.

3.1.1. Senales propias de los sistemas lineales

Considere las sefiales z(t) = eP! en donde p € C ( el
campo de los complejos). Para fines didacticos, grafi-
camos estas sefales en el tiempo para posibles valores
de p, haciendo coincidir el origen de los ejes del tiempo
y de x(t) con la posicién de p en el plano complejo:



Im
A

(S,
4

Figura 18.-Seales exponenciales en el
tiempo.

(44)

Considérese un sistema lineal con respuesta al impulso

h(t) y con entrada x(t) = eP?, en donde p € C. Calcule
la respuesta y(t) del sistema .

Para obtener la respuesta, empleamos la integral de con-
volucion:

oo

y(t) = / h(r)a(t — 7)dr =

—00



0

— /h(T)Gp(t_T)dT:

— OO
@) @)
— /h(T)epte_pTdT:ept / h(T)e PTdr =
— 00 — OO
= P H(p) (45)

En donde H(p) es la funcién de transferencia del sistema
evaluada en el punto p. Grificamente lo que tenemos es
lo siguiente:

pt pt
e | YOHEe

X(t)=e

Y

Figura 19.-Relacin entre dominios del tiempo y frecuencia



Este resultado es importante porque relaciona el dominio
de Laplace con el dominio del tiempo. A partir de este
resultado daremos los conceptos de polos y ceros.

Este resultado nos dice que si introducimos a un sistema
lineal sefiales eP! con p € C , la respuesta del sistema
a estas sefiales es la misma afectada por una constante
compleja. Esta constante compleja resulta ser la funcién
de transferencia del sistema evaluada en el puntop € C .
A este tipo de senales se les denomina sefiales propias de
los sistemas lineales. La razén de ello es que los sistemas
lineales las reproducen integras, pero afectadas de una
constante compleja.

Suponga ahora que el sistema de la figura 19 tiene la
siguiente funcién de transferencia

D(s) =~ s"4ap_1s" 1+ ... +ajs+ag

H(s) =K



B K(s — 21)(s — 22)...(s — zm)

(s —p1)(s —p2)...(s — pn) (40)

y suponga que se introduce la sefial z(t) = e*2t, 25 € C
es cualquier punto en el plano complejo. Entonces, de
acuerdo al resultado anterior, la respuesta del sistema
lineal a esta entrada serd

y(t) = H(z2)e™

pero H(z») de la ecuacién (46) es igual a

H(z) =0

Por lo que
y(t) = 0?2 =0

Es claro que toda sefial del tipo x(t) = €% producira
una salida

y(t) = 0e*"" =0



Por esta razén, a las frecuencias z;,Vi = 1, m se les
denomina ceros de la funcion de transferencia.

De manera andloga, suponga que ahora se introduce al
sistema una sefial z(t) = eP2!, p» € C es cualquier punto
en el plano complejo. Entonces, de acuerdo al resultado
anterior (ecuacién (45)) la respuesta del sistema lineal a
esta entrada serd

y(t) = H(py)eP?"

pero H(pp) de la ecuacién (46) es igual a
H(zp) = o0

Por lo que
y(t) = coe?’ = o

Es claro que toda sefial del tipo x(t) = ePi! producira
una salida

y(t) = 0P =0

Por esta razoén, a las frecuencias p;,Vi = 1,n se les
denomina polos de la funcion de transferencia.



4. Respuesta en frecuencia de los

sistemas lineales

De la relacién entre los dominios del tiempo y de la
frecuencia en un sistema lineal, que vimos lineas arri-
ba, derivaremos un concepto muy importante y util en
la teoria del control, a saber, la respuesta en frecuencia
del sistema.

Sea el esquema que vimos en la seccién anterior:

pt pt
h(t) y(t)iH(p)e

X(t)=e

A\ 4

Figura 19.-Relacin entre dominios del tiempo y frecuencia

La respuesta en frecuencia tiene que ver con la respuesta
de un sistema lineal a seiiales de entrada que son senoides



de diferentes frecuencias. jPorqué es importante saber
como responde un sistema lineal a sefales senoidales de
diferente frecuencia?. La respuesta tiene que ver con el
tipo de sefales que se manipulan en el control de proce-
sos. Casi todas las sefiales que se manejan en el control de
procesos son sefiales de energia finita ( o acotada). Este
tipo de sefiales pertenecen al llamado espacio L5(0, co),
que esta definido como el conjunto de todas las sefiales

f(t) tales que

5. Ecuaciones Diferenciales Lineales

Hasta este punto hemos estudiado dos modelos de los
sistemas lineales: la respuesta al impulso y la funcién de
transferencia.



En esta seccidn estudiaremos una tercera representacién
de los sistemas lineales y estudiaremos su relacién con las
otras dos representaciones.

Sea la ecuacién diferencial siguiente:

T L, SO

I o T b ™ 4 agy(r) =
= bou(t) + .. + by d“(t), (47)

n—1 n 1

v(0) =0, "y 0) = "3
en donde y(0) = o, .., Uy 1)( 0) = 1) son n. condi-

ciones iniciales necesarias para resolver Ia ecuacion (47).

Remark 15 Esas condiciones iniciales en particular, se
usan como parte del método de solucion, pero este no es
el tnico conjunto de condiciones iniciales que se puede
emplear.



Remark 16 Obsérvese que se ha considerado que el coe-
ficiente de la derivada mas alta es igual a la unidad. Este
hecho no implica ninguna pérdida de generalidad, pues si
este coeficiente no fuera la unidad, se puede dividir toda
la ecuacion entre este valor y obtener la ecuacion (47).

La ecuacion (47) representa a un sistema lineal, dinami-
co, invariante en el tiempo. Puede representar a una in-
finidad de plantas o procesos. Por ejemplo, las plantas de
las figuras siguientes se pueden modelar por la siguiente
ecuacion diferencial:

d?y(t dy(t
dtg ) + al% + agy(t) = bou(t)

L
EaES

J f(1)




v(t)

dTJ

Si se quieren estudiar las propiedades del sistema rep-
resentado por la ecuacién (47), se puede recurrir a su
respuesta al impulso, para a partir de ésta hacer conclu-
siones.

Que el sistema representado por la ecuacién (47) es un
sistema lineal, debe ser claro, puesto que el operador
derivada y derivada enésima son operadores lineales. Sin
embargo, puede suponerse en esa ecuacién que la entra-

n

da es u(t) = Y u;(t) por tanto, es facil comprobar por
1=1

substitucion de u(t) en la ecuacién, que la salida serd

y(t) = Zéyz‘(t)-



Que el sistema es invariante en el tiempo es facil demostrar-
lo si se reescribe la ecuacién (47) en términos del operador
derivada. Esto es, defina

1>

p2e
dt

entonces la ecuacién (47) se puede reescribir de la sigu-
lente forma:

(D"+a,_1 D" 1+...4+a1D+ag)y(t) = (bg+...+bmD™)u(t)

o equivalentemente

D" 4+ q, D" 14+ .. +a1D+ag

y(t) = u(t) (48)

Considérese la entrada uq(t) al sistema con salida corre-
spondiente y1(t):

D" 4+ qa, D" 14 .. +a1D+ag

y1(t) = u1(t)

(49)



Considere ahora introducir al sistema una entrada us(t) =
ui(t —71) :

D" 4+ qa, D" 14+ .. +a1D+ag

yo(t) = up(t) =

- D4 ap_1D" 1+ ... +a1D+ agp

ui(t—7) (50)

Considere ahora la ecuacién (49) recorrida en el tiempo:

D" 4+ q, 1D" 14+ . +ay1D + ag

y1(t—7) = uq(t—7).

Se puede observar que

Y2 (t) = y1(t — 7)

por lo que concluimos que el sistema es invariante en el
tiempo.

Remark 17 Es importante hacer notar que el sistema
es invariante en el tiempo porque los coeficientes de la
ecuacion son todos constantes. Si éstos son funciones del
tiempo, el sistema es variante en el tiempo.



En lo que respecta a causalidad, ésta queda determinada
por los valores que se le den a la variable tiempo. Para
hacer explicito que el sistema es causal, se afiadiria en la
ecuacion (47) que es valida para toda t > 0.

En lo relativo a estabilidad, es conveniente referirse a la
respuesta al impulso del sistema descrito por la ecuacion
(47). Previo a este andlisis de estabilidad, obtengamos la
relacion que el modelo de la ecuacién (47) tiene con el
modelo de respuesta al impulso y con el de funcién de
transferencia.

Tomando la transformada de Laplace de la ecuacién (47)
con u(t) = &(t) (una delta de Dirac) y considerando
condiciones iniciales nulas, se tiene:

Y(s) = U
() s +a,_1s" 14+ ... +as+ag (5)
pero L[(t)] = 1, asi que
bg + ... + bms™
Y(s) = 0t -+ Bms = (51)

s"+a, 15" 14+ . +ais+ ag



_ Y(s)

~ =50

y ya se sabe que
h(t) = L7 [H(s)] =

— 1
s"+a,_ 15" 14+ ... +ais+ ag

(52)

Una vez obtenida la relacién entre el modelo de la ecuacién
(47) y las representaciones de la planta por su respuesta
al impulso y la funcién de transferencia, procederemos a,
en base a la respuesta al impulso del sistema representado
por la ecuacion (47), determinar su estabilidad.

De la ecuacién (52), podemos escribir lo siguiente:

s"+a,_ 15" 14+ ... +ais+ ag

h(t) = £71



pero para facilitar la transformacién inversa, expandemos
en fracciones parciales a H(s):

sS4 a, 18"+ ... +ais+ag

(s —21)...(s — )" ... (s — zk) (s — Ek> (s — zm)

- (s —p1)---(s — Ppyv---(s — ]_jq)(s — pq)-.-(s — pn)
(53)

= N +o4—2L
(s — D1) (s — Pryv (s — pg)

_|_

+$+ L An
(s — pq) (s — pn)

Tomando la transformada inversa de la ecuacién (53) ten-
emos

h(t) =

A1 Ay Aq
Fot o —9
_(3 — P1) (s — Pr)v (s — pg)

_|_




+—Aq + ... An | _
(s — pq) (s —pn)

— AgePrty 1V ApePht 4 A ePal 4 AgePat . 4 ApePrt
(54)

De esta tltima expresion vemos que la respuesta al impul-
so del sistema es una suma de seiales exponenciales, en
donde los elementos Ay y Z_qu denotan complejos conju-
gados. Si se requiere que el sistema sea estable, debemos
pedir que la respuesta al impulso h(t) , sea una seifial
absolutamente integrable. Para esto se requiere que to-
das las exponenciales que componen a h(t) en la expre-
sién (54) sean exponenciales decrecientes y una condicién
necesaria y suficiente para ello es que todas las raices

P1, “'7p/€7 "'pQ7 ]_)qapn

del polinomio caracteristico de la funcién de transferen-
cia, tengan parte real negativa.



Resumiendo, dada la ecuacién diferencial (47), una condi-
cién necesaria y suficiente para que el sistema repre-
sentado por ella sea BIBO estable, es que el polinomio
P(s) =s"+a,_1s"" 14+ ...+ a1s+ ag (el polinomio
caracteristico del sistema) tenga todas sus raices (polos
de la funcién de transferencia correspondiente) del lado
izquierdo del plano complejo.

Remark 18 En este momento, cabe destacar la impor-
tancia del nimeron. n es el orden de la ecuacion diferen-
cial, es también el niimero de condiciones iniciales requeri-
das para resolverla, y es también el grado del polinomio
caracteristico de la funcion de transferencia correspondi-
ente.

Por el momento se tienen ya tres modelos de los sistemas
lineales y la relacién entre ellos: La respuesta al impulso
del sistema lineal, la funcién de transferencia respectiva
y la ecuacién diferencial correspondiente.La relacién en-
tre estas tres representaciones queda establecida por las
siguientes expresiones:



Dada la ecuacién diferencial siguiente con condiciones

Iniciales nulas

d"y(t) d"1y(t) dy(t)
T ton-1— o e e apy(t) =
d™u(t)

= bou(t) + ... + bp

Y

dt™m

la funcién de transferencia correspondiente es

H — —
(5) U(s) s"+a,—1s" 1+ .. +a1s+ ag

y la respuesta al impulso respectiva es

h(t) = L7 [H(s)] =

— 1
s+ a, 15" 14+ . +ais+ ag




En la siguiente seccién se propondrd un cuarto mode-
lo para los sistemas lineales. Este cuarto modelo es el
modelo de espacio de estado y es su estudio en lo que
consistird el resto del curso.

6. Modelo de Espacio de Estado

A continuacién presentaremos otro modelo mds para los
sistemas lineales. El modelo que presentaremos a contin-
uacién se denomina modelo de espacio de estado.

6.1. Variables de Fase

Sea la ecuacién difrencial lineal homogénea (47) :

n n—1
ddiT(Lt)_l_an_lddtn%gt)_'_m_l_ dy(t )—I-aoy(t) ~ bou(t) .
(55)




n—1 n—1
y(0) = o, ---,( Y )(0) = Y0 )

se quiere reescribir esta ecuacién como un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden. Para tal efecto
hacemos las siguientes definiciones:

z1(t) £ y(t)

dy(t)

21(t) £ wa(t) = L2, 21(0) = o
2
ea(t) £ 23(t) = T, 2(0) =
(56)
d"1y(t)

2 1(t) 2 an(t) =




finalmente, se puede ver de la ecuacién diferencial que

d"y(t)
T T
d"1y(t) dy(t)
= gt gy —aou(t) +Hhou(®) =
= —ap_1Zn(t)—...—a1x2(t) —agzr1(t)+bou(t), zn(0) = xn,

Reescribiendo este conjunto de ecuaciones tenemos:

r1(t) = wa(t),
z1(t) = 22(1),

(57)

rn-1(t) = xn(t),
zn(t) = —agr1(t) — arza(t) — ... — ap_12n(t) + bou(t),

con

21(0) = w14, 72(0) = @2, -, T —1(0) = Ty 1, Tn(0) = =y



Se puede seleccionar una variable de salida. Por costum-
bre se emplea la letra y para denotar la salida, que de-
safortunadamente coincide con la variable que se ha em-
pleado en la ecuacién diferencial (55), pero que no nece-
sariamente es la variable de la ecuacién diferencial. La
variable de salida puede ser

y(t) = z1(t), o y(t) = z2(t),0 ..., y(t) = znll)

o una combinacién lineal de las variables x;(t).

Supdngase que la variable de salida de interés es la vari-
able x1(t). Se puede reescribir este conjunto de ecua-
ciones lineales de primer orden, con la variable de salida
y(t) = x1(t) en forma matricial de la siguiente manera:

x(t) = Az(t) + Bu(t), (0) = xg

y(t) = Cz(t) (58)



en donde A €¢ R B ¢ Rl C ¢ RI*n x(t) €
R™ u(t) € R, y(t) € R, estdn dadas por:

0 1 0 . . i 0
0 0 1
A= . ,
0 . ) 0
0 0 1
| —ag —a1 . . . —ap_2 —ap_1
o
B= ,
bo




